Prof. Dr Vojislav Andrić
LINEARNE  NEJEDNAČINE

           
 Sadržaji koji su vezani za linearne nejednačine imaju znacajne primene i moguće ih je u dobroj meri proširiti. U narednim primerima i zadacima ukazujemo na najkarakterističnije slučajeve proširivanja i produbljivanja sadržaja o linearnim nejednačinama.

PRIMER 1.

Rešiti nejednačinu:  
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Rešenje:  Ranije smo videli da se proizvod  (x – 1)(x – 2)(x – 3)(x – 4) može transformisati u razliku kvadrata dva izraza . Naime  (x – 1)(x – 2)(x – 3)(x – 4) = (x2 – 5x + 4)(x2 – 5x + 6) = (x2  –5x + 5)2 – 1.  Zbog toga je data nejednačina  (x – 1)(x – 2)(x – 3)(x – 4) + 1,0001 > 1  ekvivalentna sa nejednačinom 
(x2  –5x + 5)2 – 1 + 1,0001 = (x2  –5x + 5)2 + 0,0001 > 0. Kako dobijena nejednakost važi za svaki realan broj x, to je S = R.

        
U narednim primerima koristićemo već poznata svojstva množenja i deljenja realnih brojeva. Konkretno činjenice da je proizvod (a i količnik) dva realna broja pozitivan ako su realni brojevi istoga znaka i negativan ako su realni brojevi suprotnog znaka, kao i implikacije navedenih svojstava na tri i više realnih brojeva.

PRIMER 2.

Odredi skup rešenja nejednačine:  
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Rešenje:  Data nejednačina 
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 ima domen M = R\(– 5( i ekvivalentna je sa nejednačinom 
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. Posmatrajmo znak izraza 
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, tj. znak svakog od izraza 3 – x, 3 + x  i  
x + 5. Izraz 3 – x  je  pozitivan u oblasti gde je 3 – x  > 0, tj.  tamo gde je 3 > x  ili  za x < 3.  Izraz 3 + x je pozitivan u oblasti gde je x > – 3, a izraz  x + 5 je pozitivan ako je x > – 5. Ako navedene činjenice nanesemo na koordinatnu osu, dobijamo shemu.

            3 – x  _____________ - 5 _______- 3 ___________ 0 ___________ 3 ________________

                      + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + ++ + + + +    – – – – – – – – – – –
            3 + x  _____________ - 5 _______- 3 ___________ 0 ___________ 3 ________________
                      – – – – – – – – – – – – – – – –     + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + +
            5 + x  _____________ - 5 _______- 3 ___________ 0 ___________ 3 ________________
                      – – – – – – – – –      + + + + + + +  + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + +
Koristeći rezultantni znak, tj.znak izraza 
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 na osnovu već pomenutog svojstva realnih brojeva, dobijamo           

                      _____________ - 5 _______- 3 ___________ 0 ___________ 3 ________________
                      + + + + + + + + +)(  – – – – –  [+ + + + + + + + + + + + + + + +]  – – – – – – – – –– – 
U nejednačiini se traži se da izraz bude nenegativan, pa je skup rešenja nejednačine S = (- (, – 5) ( (– 3, 3(, jer brojevi – 3 i 3 ulaze u skup rešenja, a broj – 5 ne, jer je domen nejednačine D = R  \  (- 5(.
Primer  3.  
Rešiti nejednačinu  
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Rešenje:  Izraz na levoj strani nejednačine postoji ako je x ≠ 0, pa je D = R \ (0 (.
Ako je x < 0, onda je 
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što znači da su rešenje nejednačine svi negativni realni brojevi.

         
Ako je x > 0, onda se množenjem sa x, tj. primenom pravila 3 dobija da je 6 ≤ 3x.  Tada, posle deljenja sa 3, sledi  2 ≤ x, tj.  x ≥ 2. Skup rešenja nejednačine je S = (-(, 0) ( [2, (). 

__________________​​​​​​​​​​​__) _________________

                                                                        (------- 0          2 -------(
Primer 4.   
Zbir nekoliko realnih brojeva je 10. Može li zbir njihovih kvadrata biti manji od 1?

 Rešenje: Neka su svi realni brojevi jednaki i neka ih ima n. Tada je jedan od njih jednak 
[image: image9.wmf]n

10

. Kvadrat svakog od realnih brojeva jednak je 
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. Zbir kvadrata tih brojeva jednak je 
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. Kako je n prirodan broj, dakle i pozitivan, to celu jednačinu pomnožimo sa n i dobijemo 100 < n, tj. n > 100. To znači da je moguće odrediti, na primer 101, realan broj od koji svaki ima vrednost 
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. Zbir kvadrata tih brojeva jednak je 
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Primer 5.   
Odrediti naveći od svih razlomaka koji ispunjavaju sledeće uslove: zbir brojioca i imenioca razlomka je 101, a razlomak je manji od 
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Rešenje: Neka je imenilac traženog razlomka  y. Tada je brojilac tog razlomka 101 – y. Iz uslova zadatka mora biti  
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. Kako je y prirodan broj to se množenjem cele nejednačine sa 3y dobija ekvivalentna nejednačina 303 – 3y < y, tj. 303 < y + 3y = 4y, pa je 
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 . Razlomak je najveći ako je brojilac sto veći, a imenilac sto manji. Najmanji imenilac je y = 76, pa je brojilac 101 – 76 = 25. Dakle, najveći od traženih razlomaka je  
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ZADACI

1. Reši nejednačine:  a)  a2 + 6a + 9 ( 0,   b)   b3 + 16b >  8b2,   c)  2 < c2 + 19 < 23.  

2. Odrediti skup rešenja nejednačine:   
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3. Rešiti nejednačinu:   
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4. Odrediti skup rešenja nejednačine:   
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5.   
Rešiti nejednačinu  x2 – x  + 1 < 0.
6.   
Odrediti sva realna rešenja jednačine 
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7. Odredi za koje vrednosti realnog broja m jednačina  
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 jednačina ima negativno rešenje (x je nepoznata, a m je realni parametar).

8.    
Ako 9kg mandarina košta manje od 10 evra,  a 10 kg  istih mandarina više od 11 evra, koliko košta 12kg mandarina?
9. Ukupna masa nekoliko sanduka je 10 tona, pri čemu je masa svakog sanduka manja od 1 tone. Koliko najmanje kamiona nosivosti 3 tone treba uzeti da bi se ceo teret od 10 tona prevezao odjednom.

10.     Dato je 19 tegova čije su mase 1g, 2g, 3g, ... , 19g. Devet od njih su od srebra, devet od bronze i samo jedan teg je od zlata. Poznato je da je masa svih bronzanih tegova za 90g veća od mase svih srebrnih tegova. Odredi masu zlatnog tega..
11.     Neka  su  a, b, c  takvi celi nenegativni nrojevi za koje je  28a + 30b + 31c = 365. Dokažit da je 
a + b + c = 12.
12.   
Ali-Baba je došao u pećinu sa blagom i ima sanduk u koga može da stane 200 kg zlata ili 40kg dijamanata. Poznato je da 1kg zlata košta 2000 eura, a 1kg dijamanata 6000 evra i da Ali-Baba može da ponese najviše 100kg blaga. Kako Ali-Baba treba da rasporedi zlato i dijamante da bi sa sobom poneo najveću moguću vrednost blaga?
13.    
Dato je pedeset prirodnih brojeva manjih od 100 takvih da zbir bilo koja dva od njih nije ni 99, ni 100.  Koliki je zbir datih brojeva?
REŠENJA
1.  
a)  Iz  a2 + 6a + 9 ( 0, sledi da je (a – 3)2 ( 0. Jedino rešenje nejednačine je  a = 3.  
b)  Nejednačina  b3 + 16b >  8b2  je ekvivalentna sa  b(b2 – 8b + 16) = b(b – 4)2 > 0. Skup rešenja 
date nejednačine je  S = (0, 4) ( (4, ().
c)  Iz  2 < c2 + 19 < 23, sledi da je  – 17  < c2 < 4. Skup rešenja nejednačine je S = (– 2, 2)  

2. Nejednačina  
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 ekvivalentna je sa  
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. Data nejednačina ima domen  M = R  \  (4, 8(. Nejednačinu rešavamo korišćenjem znaka svakog od izraza, tj. sistemom od 4 brojevne ose:
            5 – x  _____________ - 5 ________________ 0 ___________ 4  ____ 5 ________ 8 ___________

                      + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + ++ + + + + + +  – – – – – – – – – – –– – – 
            5 + x  _____________ - 5 ________________ 0 ___________ 4 _____5_________8____________
                      – – – – – – – – – –    + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + +
            x – 4  _____________ - 5 ________________ 0 ___________ 4 _____5_________ 8___________
                      – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –     +  + + + + + + + + + + + + + + + +

            x – 8  _____________ - 5 ________________ 0 ___________ 4 _____5_________ 8___________
                      – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –   + + + + + + +  


      Rezultujući znak je 

            R       _____________ - 5 ________________ 0 ___________ 4 _____5_________ 8___________
                      – – – – – – – – –      + + + + + + + + + + + + + + + + + +    – – – –  + + + + + +   – – – – – – –  


      Rešenje nejednačine je  S = (– 5, 4)  ( ( 5, 8).

3. Ako nejednačinu  
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 rastavimo na dve nejednačine 
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, onda rešavanjem svake od njih dobijamo da je S1 = (– (, 4( ( (1, ()  i  S2 = (– (, 1). Rešenje date nejednačine je  S = S1 ( S2 = (– (, 4(.
4. Data  nejednačina 
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 ekvivalentna je sa nejednačinom  
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, odnosno  
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. Deljenjem nejednačine sa (– 7) menja se smer nejednakosti i dobija se nejednačina 
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.Kako je je  x ( 3  i  x ( 4, to neje- dnačina postaje  
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.  Skup rešenja date nejednačine je  S = (– (, 3) ( (3, 4) ( (5, ().  
5.    
Nejednačina  x2 – x  + 1 < 0  ekvivalentna je sa  2x2 – 2x  + 2 < 0  ili  (x – 1)2  + x2 + 1 < 0. Dobijena nejednačina nema rešenja jer su prva dva sabirka uvek nenegativna, a treći uvek pozitivan. 
6.   
Izraz  
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je manji ili jednak 4, pa je 
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. S druge strane izraz x2 + 2x  + 3 = (x  + 1)2 + 2  (  2. Dakle, leva i desna strana jednačine mogu biti jednake samo ako su obe jednake 2. To znači da je  (x  + 1)2 + 2 = 2  i 
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. Jasno je da je jedino rešenje dobijenog sistema jednačina x = – 1, jer x = 2 zadovoljava drugu, ali nije rešenje prve jednačine. 
7. Jednačina ima negativno rešenje ako je  m  ( (–(, 
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8. Neka 1kg mandarina kosta x evra. Tada je 9x < 10  i  10x > 11. Sledi da je x <
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evra.  Dakle, 1,10 < x < 1,111… , pa 1 kg mandarina košta tačno 1 evro i 11 evro-centi. Tražena količina od 12 kg mandarina tada košta 13 evra i 32 evro-centa.
9. Neka ima  k  sanduka. Broj sanduka je k ( 11, jer ako bi ih bilo 10 onda bi, s obzirom da je masa svakog od njih manja od 1t , ukupna masa sanduka bila manja od 10t.  
Ako ima 4 kamiona trotonca, onda nije moguće prevesti sve sanduke. Na primer, ako ima k =13 jednakih sanduka, masa svakog sanduka je m1 = m2  = ... = m13 = 
[image: image39.wmf]t
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. U svaki kamion tada može stati najviše 3 takva sanduka, jer ako bi ih bilo 4, onda bi njihova masa bila 
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. Za 13 sanduka, će tada treba 5 kamiona trotonaca.

Dokažimo da se sa 5 kamiona trotonaca uvek mogu prevesti svi sanduci. 
Ako je broj kamiona 5, onda se svaki od njih tovari tako da je njegova opterećenost n  zadovoljava nejednakost 2t (  ni  < 3t .To je uvek moguće, jer ako je opterećenost manja od 2 tone, onda je moguće dodati još jedan sanduk (je njegova masa manja od 1 tone). Dakle, četiri kamiona će tada imati ukupno opterećenje  8t (  n1 + n2 + n3 + n4  < 12t. Tada je očigledno da će na peti kamion biti natovareno najviše 2t.  
10.     

Najmanja moguća masa srebrnih tegova je 1 + 2 + ... + 8 + 9 = 45g. Tada je najmanja moguća masa bronzanih tegova 135g. Kako je 135 = 11 + 12 + ... + 18 +19, to je istovremeno i najveća moguća masa, pa zlatni teg ima masu 10g.
11.   

Kako 28a + 30b + 31c = 365, to je i 28(a + b + c) + 2b + 3c = 365, pa je 28(a + b + c) ( 365. Kako je 365 = 28 ( 13 + 1, to je,  a + b + c ( 13. 
Ako je a + b + c = 13, onda je 28(a + b + c) = 364, pa je tada 28a + 30b + 31c – 28(a + b + c) = 2b + 3c = 1. Dobijena jednačina nema rešenja u skupu nenegativnih celih brojeva
Ako je a + b + c ( 11, onda je 28a + 30b + 31c ( 31(a + b + c)  ( 31 ( 11 = 341 < 365, pa je i taj slučaj nemoguć.

Dakle  a + b + c = 12. 

12.   

Neka je najracionalnije da Ali-Baba iz pećine iznese x kg zlata i y kilograma dijamanata. Vred-nost blaga koje Ali-Baba iznosi je D = 2 000x + 6 000y. Kako Ali-Baba može da ponese najviše 100 kg blaga, to je  x + y  = 100. Kako u sanduk može da stane maksimalno 200kg zlata ili 40 kg dijamanata, zapreminski odnos zlata i dijamanata je definisan relacijom 
[image: image41.wmf]1
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, odnosno   x + 5y ( 200. Kako je x = 100 – y, to je 100 – y + 5y ( 200, pa je 4y ( 100  ili  y ( 25. 
Vrednost iznesenog blaga je D = 2 000x + 6 000y = 2 000(x + y) + 4 000y = 200 000 + 4 000y ( 200 000 + 25( 4 000 = 300 000. Što znači da je Ali-Baba mogao izneti blaga u maksimalnoj vrednosti 300 000 eura. To se postiže ako se iznese 25kg dijamanata i 75kg zlata. 

13.   Neka su dati prirodni brojevi  n1, n2, ..., n49  ( A ( (1, 2, ..., 98, 99(. Uočimo brojeve  99 – n1, 
99 – n2, ..., 99 – n49  ( B  ( (1, 2, ..., 98, 99(. Ako je neki od brojeva skupa A, na primer nk = 99, onda će odgovarajući broj skupa B, 99 – nk  biti 0, što nije moguće, jer je najmanji mogući broj oblika  99 – nk  broj 99 – 98 = 1. To znači da je n50 = 99 ( A. Ako je n50 = 99, onda 1 nije u skupu izabranih brojeva (jer bi tada njihov zbir bio 100). Ako nastavimo takvo razmišljanje dobijamo niz: 99, 1, 98, 2, 97, 3, ..., 53, 47, 52, 48, 51, 49, 50 u kome susedni članovi niza nisu iz istog skupa (jer je njihov zbir 99). Ako iz dobijenog niza izbacimo parne članove dobija se traženi skup brojeva:  A = ( 99, 98, 97, ..., 51, 50(.  Skup A ima tačno 50 elemenata i zbir nikoja dva nije 99, ni 100, jer je zbir ma koja dva broja veći od 50 + 51 = 101 > 100. Zbir brojeva skupa A je S = 25 ( 149 = 3725. 
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