Prof. Dr Vojislav Andrić
 LINEARNE JEDNAČINE

[image: image1.wmf]8

3

24

8

=

+

+

a

a

[image: image24.wmf][image: image25.wmf]  
    
Linearne jednačine predstavljaju veoma interesantnu materiju za dodatni rad. Primeri i zadaci koji slede ilustruju one sadržaje o lineranim jednačinama koji čine kontinuitet sa već usvojenim znanjima, ali i one koji svojim nivoom prevazilaze redovnu nastavu i čije rešavanje traži nestandardne ideje i postupke.  

PRIMER 1. 
Dokazati da jednačine  a + 5 = 3a + 5 – 2a  i  
[image: image29.wmf] imaju beskonačno mnogo rešenja. Da li su date jednačine ekvivalentne?


Rešenje: Prva jednačina je ekvivalentna sa jednačinom  a + 5 = a + 5  i skup njenih rešenja je S1 = R.

Druga jednačina se može transformisati u jednačinu  
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, čiji je skup rešenja S2 = R \ (– 3 (, jer data jednačina nije definisana za a = – 3.  Jasno je da obe jednačine imaju beskonačno mnogo rešenja, ali i da nisu ekvivalentne, jer je S1  (  S2.  Konkretno broj – 3 jeste rešenje prve, a nije rešenje druge jednačine.  

PRIMER 2.  
Reši  jednačinu  
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Rešenje:  Ako uvedemo smenu  x = t + 2003, data jednačina postaje 
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Daljom transformacijom se dobija


[image: image6.wmf]1

2011

1

2010

1

2009

1

2008

1

2007

1

2006

1

2005

1

2004

+

+

+

+

+

+

+

=

+

+

+

+

+

+

+

t

t

t

t

t

t

t

t

, tj.


[image: image7.wmf]0

2011

1

2010

1

2009

1

2008

1

2007

1

2006

1

2005

1

2004

1

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

-

+

+

+

t

. Kako je izraz u zagradi različit od nule, to je jedino rešenje jednačine  t = 0, pa je x = t + 2003 = 2003.
PRIMER 3.  

Data je jednačina  ax2 +1 = x + a  (x je nepoznata, a je realan broj). Za koje vrednosti realnog broja a jednačina ima beskonačno mnogo rešenja? Kada jednačina ima jedinstveno rešenje? Postoji li vrednost realnog broja a za koju jednačina nema rešenja. 

Rešenje:  Data jednačina  ax2 +1 = x + a  je ekvivalentna sa jednačinom  ax2 – x = a – 1, tj. jednačinom (a2 – 1) x =  a – 1. Ako se analizira dobijena jednačina (a – 1)(a + 1)x = a – 1, onda se može zaključiti: 

1)   Ako  je  a = 1, onda je  0 ( x =  0, pa je rešenje jednačine svaki realan broj x.

  2)   Ako je  a = – 1,  onda je  0 ( x =  – 2, pa jednačina nema rešenja.[image: image26.wmf]
3)   Ako je a ( 1  i  a (  – 1, onda jednačina ima jedinstveno rešenje   
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PRIMER 4.

U kružiće u temenima petougala ABCDE, redom rasporedi realne brojeve tako da zbirovi brojeva raspoređenih na stranicama AB, BC, CD, DE i  EA  redom budu 1, 2, 3, 4 i 5. 

[image: image27.wmf]Rešenje:

Neka se u kružiću kraj temena A nalazi broj x. Tada se u kružiću kod temena B nalazi broj 1 – x. Sledi da je tada u kružiću kod temena C broj 1 + x. Slično u kružiću kod temena D je tada broj 
2 – x  i  u kružiću kod temena E je broj 2 + x. Zbir  x + 2 + x = 5, što znači da je 2x = 3, pa je x = 
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. Dakle traženi brojevi su:   
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ZADACI
1.    
Date su jednačine:  
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,  x2 – 49 = (x + 7)(x – 7)  i   
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. Reši date jednačine i dokaži da imaju beskonačno mnogo rešenja. Da li su date jednačine ekviva-lentne?
2.   

Date su jednačine:   a2 – 81 = 0,  3a = 27,   a  = 9  i  5 – a = 14 – 2a . Koje od datih jednačina su ekvivalentne?

3.   

Mogu li biti ekvivalentne jedna linearna i jedna kvadratna jednačina?  

4.  
Odredi domen jednačine, a zatim i reši jednačinu  
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5.   

Odredi sva realna rešenja jednačine 
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6. 
Za koje vrednostI realnog parametra  p  jednačina  
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  ima celobrojna rešenja koja zadovoljavaju nejednakost  I x I < 2? 
7.    
Reši jednačine:  a)  x3 = 4x ;   b)  x3  + 21x = 10x2 ;   c)  x4 – 5x2 + 4 = 0.   

8.   
Reši jednačinu    
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9.   
Neka je a realan broj. Reši po nepoznatoj x jednačinu a2x – 3 = 9x + a. Za koje vrednosti realnog broja a data jednačina nema rešenja? Kada data jednačina ima beskonačno mnogo rešenja?     
10. 
Ako Jagoda pozajmi Nadi 1000 dinara onda ce imati jednake sume novca. Ako Nada pozajmi Jagodi 1000 dinara, onda će Jagoda imati dva puta više novca od Nade. Koliko novca ima Nada, a koliko Jagoda?  
11. Jedan podeok na Celzijusevoj skali jednak je 1,8 podeoka na Farenhajtovoj skali, pri čemu je OoC jednako sa 32oF. Postoji li temperatura koja je istim brojem izražena i na Celzijusevoj i na Farenhajtovoj skali?
12. 
Trenutno je podne. U koliko časova će se prvi put ponovo poklopiti velika i mala kazaljka na časovniku?

13. Na skladištu se nalazi  100 kg jagoda koje sadrže 99% tečnih materija. Posle dva dana usled isparavanja vlažnost jagoda je smanjena na 98%. Kolika je sada masa jagoda?

14. U jednoj godini u matematički grad  se  doselilo n  novih stanovnika, a u drugoj se dose-lilo još 300 novih stanovnika. Pri tom se u prvoj godini broj stanovnika povečao za 300%, a u drugoj za n%. Koliko stanovnika je bilo pre doseljavanja, a koliko ih ima sada?
REŠENJA

1. Skupovi rešenja datih jednačina su redom: S1 = R \  (5(, S2 = R i  S3 = (4, (). Očigledno je da su skupovi rešenja beskonačni, ali nisu jednaki. Zbog toga date jednačine nisu ekvivalentne.

2. Prva i treća jednačina su ekvivalentne, jer je S1 = (– 9, 9( = S3.  Druga i četvrta jednačina su ekvivalentne, jer je S2 = ( 9 ( =  S4. 

3. Mogu. Naprimer jednačine  x + 5 = 12  i  x2 – 14x + 49 = 0  su linearna i kvadratna, a obe imaju skup rešenja S = ( 7 (.
4. D = ( x ( x ( R i x < 8(. Jedino rešenje jednačine je x1 = 0, jer druga nula brojioca x2 = 17 ne pripada domenu jednačine.
5. Kandidati za rešenja jednačine su nule brojioca, tj. brojevi  – 2,– 1, 0, 1, 2. Međutim, kako brojevi – 1, 0 i 1 nisu u domenu, to je S = ( –2, 2 (.
6. Iz 
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, dobija se rešenje  x = 
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. Kako je  x  ceo broj čiji je modul manji od 2, to je  x  jednako – 1, 0 ili 1. Dakle  p ( ( – 9, – 6, – 3 (.  
7. a)  S1 = ( – 2, 0, 2 ( ;   b)  S2 = ( 0, 3, 7 ( ;   c)  S3 = ( – 2,– 1, 1, 2 (.
8. Uvođenjem smene x = t + 2011 dobija se t = 0, pa je x = 2011.
9. Iz  a2x – 3 = 9x + a  sledi da je a2x – 9x = a + 3 ili  (a – 3)(a + 3)x = a + 3. 

  
Ako je a = 3, dobija se jednačina   0 ( x = 6, koja očigledno nema rešenja.

               
Ako je a = –3, dobija se jednačina  0 ( x = 0, koje ima beskonačno mnogo rešenja, jer je S = R

    
Ako je  a ( 3  i  a ( – 3, onda jednačina ima jedinstveno rešenje   
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10. Neka Nada ima x dinara. Onda Jagoda ima x + 2000, jer Kada Jagoda pozajmi Nadi 1000 dinara, onda imaju jednake sume. Činjenica da ako Nada pozajmi Jagodi 1000 dinara, onda će Jagoda imati dva puta više novca od Nade znači da je 2(x – 1000) = x + 2000 + 1000. Rešavanjem jednačine dobija se 
x = 5000, štoznači da je Nada imala 5 000 dinara, a Jagoda 7 000 dinara.  
11. Neka je tražena temperatura x. To znači da je 32 + 1,8x = x, pa je 0,8 x = – 32, pa je x = – 40o. 
12. Velika kazaljka je 12 puta ’’brža’’ od male, što znači da dok velika kazaljka pređe 12xo, mala kazaljka pređe xo. Da bi se kazaljke poklopile pređeni putevi se razlikuju za 360o, tj. 
12x – x = 11x = 360. Dakle,  x =  
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. Kako mala kazaljka 1o  pređe za 10 sekundi to znači da je utrošeno vreme 
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sekundi  ili 5 minuta i 27,2727 ... sekundi. Dakle, kazaljke će se ponovo poklopiti u 13 časova 5 minuta i 27,2727... 
13. U 100kg jagoda bilo je 99kg vlage i 1kg suve materije. Kada je deo vlage ispario ostaloje 98% vlažnosti i 2% suve materije. Kako 2% iznose 1kg, to će 100% mase jagoda iznositi 50kg. 
14. Neka je matematički grad  imao x stanovnika. Posle prve godine je broj stanovnika bio 
x + n, a posle druge x + n + 300. Iz uslova zadatka sledi da je x + n = (1 + 300%)x  ili  
x + n = 4x. Znači da je n = 3x.  Iz drugog uslova se dobija  4x(1 + n%) =  x + n + 300. Kako je n = 3x sledi da je  
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. To znači da je 
12x2 = 30 000, pa je  x2 = 2500  i  x = 50 (n = 150). Bilo je 50 stanovnika, pa se doselilo 150 stanovnika prve i 300 stanovnika druge godine, tako da matematički grad sada ima 500 stanovnika. Provera: Zaista je 150 stanovnika 300% povećanja u odnosu na 50. I zaista je 300 stanovnika 150% povećanja u odnosu na 200 koliko je grad ima stanovnika posle prve godine. 
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